- 129 -

Nichtparametrische Schitzung von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen

Wolfgang Wertz, TU Wien

- 1. Einleitung

1.1. Die Vermittlung der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und noch mehr die der schlieBenden (analytischen) Statistik im Mathema-
tikunterricht an hoheren Schulen st6Bt auf eine Reihe grundsdtzlicher
Schwierigkeiten: Den rein mathematischen Inhalten gesellen sich Probleme
der Modellbildung hinzu, auf die ich im Abschnitt 2 zuriickkomme; vor
allem aber erweist sich der Ubergang vom deterministischen Denken zum
Denken in der Kategorie der Zufalligkeit als sehr schwierig. Wenngleich
Schiiler vielleicht noch nicht so sehr dem kausalen Denken verhaftet sind
wie Erwachsene und auch neuen Begriffsbildungen aufgeschlossener ge-
geniiberstehen mogen, so stellt eine iberzeugende und dabei sachlich rich-
tige Darstellung doch eine bedeutende Herausforderung an die didaktischen
Fahigkeiten der Lehrer dar.

1.2. Dabei sollten Fragen wie die nach der Existenz des Zufalls und der
Zufilligkeit, etwa als eigene Kategorie oder selbstindige Modalitat, gar
nicht angesprochen werden, da diese Fragen einerseits eher zur Philosophie
gehoren, andrerseits aber fiir den formal-mathematischen Umgang mit dem
Phinomen , Zufall* nur von untergeordneter Bedeutung sind. Gewifl wer-
den dann und wann diese Dinge von Schiilern angesprochen, set es aus
echtem Interesse, sei es aus einem natiirlichen Instinkt fiir Verzégerungs-
taktik heraus — es ist daher wichtig, daB die Lehrer iber diese Fragen gut

Bescheid wissen.

1.3. Eine unvermeidliche Schwierigkeit in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bietet die Antwort auf die berechtigte Frage, warum denn be-
stimmte Modelle zugrunde gelegt werden, konkret die Annahme bestimm-
ter Verteilungen wie Normal-, Poissonverteilung u.dgl. L4Bt sich eme sol-
che Annahme fiir einige wenige dieser Verteilungen (Gleichverteilung, Bi-
nomialverteilung und hypergeometrische Verteilung) leicht begriinden, so
erfordern etwa die zuerst genannten Verteilungen eine wesentlich aufwen-
digere Rechtfertigung, welche die Moglichkeiten des Mathematikunter-
richtes betrichtlich iiberschreiten (immerhin sollten die Lehrer selbst iber
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einen profunden Einblick in die Problematik der wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Modellbildung verfiigen, sodaB sie prignante Hinweise geben
konnen, und die Schiiler den erforderlichen Hinweis auf die Komplexitit
der Fragestellung nicht als Ausweichen verstehen). Besonders verwickelt
wird die Lage, wenn die Rechtfertigung von Modellen Methoden der
schlieBenden Statistik beniitzen miiflte, die ja ihrerseits die Wahrschein-
lichkeitsrechnung voraussetzt, soda der Eindruck eines logischen Zirkels
entstechen mag. In 3.7 wird angedeutet, wie sich mit nichtparametrischen
Verfahren manche Begriffe leichter und anschaulicher vermitteln lassen,
weil der logische Umweg iiber parametrisierte Verteilungsklassen wegfillt.
(Dies soll aber keinesfalls die groBe Bedeutung parametrischer Modelle in
irgendeiner Weise in Frage stellen!)

1.4. Gerade die Behandlung nichtparametrischer Verfahren erméglicht
und erfordert einen engen Bezug zum Informatikunterricht, und manche
dieser Probleme (z.B. Simulationen und andere EDV-aufwendige Projekte)
kénnen sinnvollerweise nur im Rahmen des Wahlpflichtfaches Informatik
behandelt werden.

2. Die Schiitzung von Wahrscheinlichkeiten

2.1. Die Begriindung eines tragfihigen Begriffes von Wahrscheinlichkeit
sollte bei der Beschéftigung mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung an erster
Stelle stehen. Um einen solchen wurde durch Jahrhunderte gerungen:
Schon 1n der ,,Ars conjectandi” (1713) von Jakob Bernoulli finden sich,
wenn auch vage, sowohl der ,klassische* (,,Laplace’sche) Wahrschein-
lichkeitsbegriff als auch der frequentistische. Nach einer Reihe mehr oder
minder erfolgloser Versuche, die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf eine
mathematisch exakte Basis zu stellen (etwa die Kollektivtheorie von R.von
Mises, vMises (1919), (1931)), gelang es erst A.N.Kolmogorow (Kol-
mogorow (1933)), eine befriedigende mathematische Theorie auf maBtheo-
retischer Grundlage zu entwickeln, die sich auch hinsichtlich ihrer Inter-
pretation als duBerst flexibel erwiesen hat. Im Schulunterricht steht aller-
dings der ,klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff immer noch sehr im
Vordergrund; meine kritische Stellung dazu ergibt sich aus den in 2.3 ange-
fithrten Punkten (vgl. auch Reichel, Hanisch, Miiller (1987),2. Kap.)

2.2. Die ,klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition* 148t sich in heutiger
Terminologie wie folgt fassen: Gegeben sei eine endliche Menge Q als
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Grundgesamtheit, die aus den moglichen Versuchsausgingen besteht. Jede
Teilmenge 4 < Q heiBt Ereignis.

W(A4) -{—| heiBt Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, wobel g:=|d| die

Anzahl der Elemente von A bezeichnet und m:=|Q| die von Q. g nennt man

auch die Anzahl der (fiir das Eintreten von A) giinstigen und m die Anzahl
der moglichen Falle. Die entscheidende Modellvoraussetzung ist dabei eine
Symmetrieannahme, die gewahrleistet, daB alle Versuchsausginge it
gleicher Wahrscheinlichkeit“ aufireten.

2.3. Die klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition kann eine Reihe fal-

scher Eindriicke von Wahrscheinlichkeit wecken:
a. Sie erscheint zunichst als willkiirlich; das Postulat gleichwahr-
scheinlicher Fille hangt anfangs begrifflich in der Luft.
b. Es entsteht der Eindruck, daB sich Wahrscheinlichkeiten grund-
sitzlich berechnen lassen. Das wire eine unzuldssige Generalisierung
eines Spezialfalles des Kolmogorow "schen Modells 2.6.
c. Rein technische Uberlegungen (Kombinatorik, ,,Baumdiagram-
me*) stehen derart im Vordergrund, dal das Wesen ,,zufilligen Ge-
schehens® verdeckt wird; das Abzéhlen von moghchen und giinsti-
gen Fillen fordert eher noch die Verhaftung im deterministischen
Denken.
d. Die Definition von bedingter Wahrscheinlichkeit, Zufallsvanabler
usw. gelingt nur im vorgesteckten engen Rahmen.
e. Die Definition des Erwartungswertes und von Momenten gerat
sehr formal und schlecht interpretierbar.
f. Die Einfithrung stetiger Verteilungen und Zufallsvariabler gerét zu
einem unmotivierten und logisch schlecht begriindeten Kraftakt; ge-
rade guten Schiilern, die den Sinn von Modellbildung verstanden ha-
ben und kritisch Rechtfertigungen suchen, missen die unvermeidli-
chen Verstandnisliicken stdren.

2.4. Der frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

V sei ein Versuch (Experiment), Q die Grundgesamtheit von mdglichen
Versuchsausgingen einer beliebigen Menge, € ein Ereignisfeld.

Formal ist ein Ereignisfeld iiber Q durch folgende Axiome definiert:

AcQ VA4eC€
@deC
AeC = A€
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A, € C
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Gegeben sei ferner eine Folge (V) ,;,.. von Versuchen, die darin besteht,

daB ein und derselbe Versuch V unabhingig und unter identischen Ver-
suchsbedingungen durchgefiihrt wird. o, € Q sei der Versuchsausgang bei

V,(ne N.

h (A)=#{i:1<i<n,w; e A} sei die Anzahl der Versuche, bei denen A4 ein-
getreten ist und 7,(4) =r,(4;@,,..,»,) = h,(4)/n die relative Hdufigkeit von
A bei den ersten n Versuchen.

Die Erfahrung zeigt, daB fiir (praktisch) jede Folge (w,) die Folge (r,(4))
ein konvergenzartiges Verhalten aufweist, also eine Art ,,Grenzwert™ W (4)
besitzt, der auBerdem von der Folge (w,) unabhéngig ist.

2.5. Die relativen Haufigkeiten besitzen offensichtlich folgende drei Ei-

genschaften:
0<r,(A)sl VA4eC (2.1)
r,(Q) =1 ..(2.2)

(2 heiBt auch das ,, sichere Ereignis )
Ist (A4;)i-; . cine Folge von einander ausschlieBenden Ereignissen

(4 NA; =D fir i# ), so folgt:

rn(UAk)-_—Zrn(Ak) (23)

k=1 k=1

2.6. Das Kolmogorow’sche Modell

Das empirische (konvergenzartige) Verhalten der relativen Haufigkeiten

legt nahe, (2.1) - (2.3) auf den ,,Grenzwert“ W zu iibertragen und zu defi-

nieren:

Eine Abbildung # : € — R heiBit Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn gilt:
0<W(A)<! VAeC L (2.1)
W(Q)=1 (2.2)
Ist (A;)=; .. cine Folge von einander ausschlieBenden Ereignissen

(4 nA; = fir i= j), so folgt:

(A4 =D W(4,) (2.3)

k=1 k=1
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(Q,C W) heiBt dann Wahrscheinlichkeitsraum, W(4) heiBt die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A. (Q,G W) ist also ein MaBraum, der mit 1
normiert ist.

Von den zahlreichen Lehrbiichern iiber Wahrscheinlichkeitstheorie seien
die folgenden besonders empfohlen: Bauer (1991), Gnedenko (1991),
Pfanzagl (1988), Rényi (1962) und Schiirger (1998).

2.7. Das konvergenzartige Verhalten der relativen Haufigkeit bezieht sich
stets auf bestimmte (feste) Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit #(4) ideali-

siert das Verhalten der Folgen (7,(4;,,..,,)): W(4) hangt weder von der
konkreten Folge (@,) noch von n ab.

2.8. Im Modell 2.6 lassen sich Konvergenzbegriffe definieren (z.B. sto-
chastische und fast sichere Konvergenz), in deren Sinn tatsichlich gilt:
lim r,(A)=W(4d) VAeC (2.4)

(Dies ist eine Folge der Gesetze der groBen Zahlen). Dies zeigt, daB sich
der empirische Ausgangspunkt 2.4 im Modell beweisen 148t und dieses
somiit, zumindest in dieser Hinsicht, addquat ist.

Die Schwierigkeit bei der Bestimmung von #(4) gemalB (2.4) besteht dar-
in, daB die (unendliche) Folge von Versuchen fiktiv ist, da ja nur endlich
viele Versuche durchfithrbar sind und somit immer nur ein endlicher Ab-
schnitt der Folge (r,(4)) zur Verfiigung steht, fiir die aber kein Bildungs-
gesetz vorliegt. In diesem Sinne l4Bt sich W(4) also nur empirisch schdt-

zen, aber im allgemeinen nicht exakt bestimmen.

2.9. Unter bestimmten Umstinden lassen sich, wie in 1.3 erwéahnt, be-
stimmte Verteilungen /¥ als Modell wihlen, in manchen Féllen aber nur
approximativ angeben (vgl. Abschnitt 3 und 4).

Andrerseits bietet (2.4) den Ansatz zur richtigen Interpretation des Modells
(Q,C W) : Ist AeC beliebig gewihlt, so ist zu erwarten, daB fiir (fast) jede
Folge von kiinftigen Versuchsausgéngen, so wie sie in 2.4 beschrieben ist,
fiir ,,groBe* Werte von n, also viele Beobachtungen, anndhernd gelten wird:

r.(4w;,...0,) = W(A4)
Wie groB n gewahlt werden muB, bleibt freilich offen.

2.10. Das Gesagte steht nicht in Widerspruch zu 2.2. Weichen beispiels-
weise bei einer grofen Zahl von Wiirfen mit einem Wirfel die relativen
Haufigkeiten der Augenzahlen stark von %, ab, so wird der Wiirfel nicht
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homogen sein oder geometrisch nicht entsprechen; in diesem Falle wire
das Laplace‘sche Modell eben ungeeignet. Es kann sich aber auch um eine
wenig wahrscheinliche Folge von Versuchsausgingen handeln.

2.11. (2.4) gilt zwar fiir alle Ereignisse 4<€, die Konvergenzgeschwin-
digkeit fiir verschiedene 4 konnte aber unterschiedlich sein. Es fragt sich,
ob es Teilfamilien K c € gibt, sodaB in (2.4) GleichmaBigkeit der Konver-
genz in Ae & vorliegt, d.h.:

lim sup | r,, (4)-W(4)|=0 ..(2.3)

n-—>x AEﬁ

Falls € endlich ist, folgt (2.5) mit & = € unmittelbar aus (2.4), fur eine
allgemeine Situationen geben wir in 3.5 aber auch 4.8 Ergebnisse an.

3. Die empirische Verteilungsfunktion

3.1. Essei (G W) ein gegebener Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbil-
dung X :Q— Rheibt (reelle) Zufallsvariable auf (Q,€, W), wenn gilt:
[a<X<hl={wecQa<X(®)<bd}eC Vab -ow<a<b<wm

Gewohnlich werden Zufallsvariable in einem wesentlich allgemeineren
Rahmen definiert, vgl. dazu die in 2.6 zitierten Biicher. Fiir das Folgende
reicht die hier gegebene Definition aber aus.

3.2. Durch P((a,b]) =W([a<X <b]) (-o<a<b<o) wird eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf einem geeigneten Ereignisfeld B von Teil-

mengen von R (Borel 'sche Mengen) festgelegt. P heibBt die Verteilung von
X

3.3. Die durch |

F(x)=W({X <x])=P((-,x]) xeR ..(3.1)
definierte Funktion F: R — R heiBt die Verteilungsfunktion von X bzw.
von P. Umgekehrt wird durch F genau eine Verteilung P bestimmt. P ist
durch

P((a,b]) = F(b)- F(a) Vab . —o<a<b<wo
festgelegt. Will man also die Wahrscheinlichkeitsverteilung P im Sinne
von 2.8 schitzen, so geniigt es, £ zu schitzen. '
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3.4. Es seien X,,.,X, ﬁnabhéngige und nach einer Verteilung P mit
Verteilungsfunktion F verteilte Zufallsvariable, x,,...,x, seien die Werte, die
fiir die Versuchsausginge w,,...,», angenommen werden: x; := X(@;).

(x/,...x,) heiBt dann Stichprobe (dieses Wort wird oft in unterschiedlichem

Sinne gebraucht!). Ist in dieser Situation F unbekannt, so liegt folgendes
Verfahren zur Schitzung von F nahe: Es sei

1:",,(x;x1,...,x,,);=£.Zl(_co %) VxeR (3.2
i=l '
dabei bezeichnet 1 (<o) =15 falls y<x,und :=0 andernfalls.

E (-;x;,...,x,) ist die Verteilungsfunktion der Verteilung P, = P,(;x,...,x,),
die jedem x;die Wahrscheinlichkeit // zuordnet (gleiche Werte werden

mehrfach gezahlt). Aus (3.2) ergibt sich sofort, daB
P,(4;x),..x,)=1,(4;%),...,%,)

gilt. £ =F (;x,,..x,) heiBt die empirische Verteilungsfunktion (zur Stich-
probe (x;,..,x,)), P, =P,(;x,,.,x,) die empirische Verteilung. In Berei-
chen, in denen viel ,, Wahrscheinlichkeitsmasse* von P konzentriert ist, also
auch mit groBer Wahrscheinlichkeit viele Werte x; liegen werden, weist

die Verteilungsfunktion F einen gréBeren Anstieg auf. Daher ist zu erwar-
ten, daB F, der Gestalt von F folgt (s. Abb. 1). x(,...,x(,) bezeichnet dort

die Werte x;, ihrer Gr6Be nach geordnet, wobei gleiche Werte auch doppelt
gezihlt werden.

Xa) Xy Xy=X X()
Abb. 1
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3.5. Aus den Gesetzen der groflen Zahlen folgt leicht:
W([ lim £, (x; X;,...X,)=F (x)D =1 fiir jede Verteilungsfunktion F.

n—»wc

~Es gilt sogar
W[[lim sup |}:",,(x;X,,...,X,,)—F(x)'=0:D=1 -(3.3)
n—=® _pcx<o

fiir jede Verteilungsfunktion F.

Diese wichtige Aussage, der Satz von Gliwenko—Cantelli, heiit auch Zen-
tralsatz der Statistik. Er besagt, daB sich jede (eindimensionale) Vertei-
lungsfunktion gleichmaBig mit Hilfe der empirischen Verteilungsfunktion
approximieren 14Bt. Mittels einer (unendlichen) Versuchsreihe 148t sich al-
so jede Verteilung bestimmen. (vgl. 2.8.).

3.6. Aus (3.3) folgt unmittelbar:
W([ lim sup|P,(4)-P(4)|= OD =1 fir jede Verteilung P ..(3.4)
n—>® 4§
wenn K={(a,b]:~0<a<b<w} gewihlt wird. Fir =B (vgl. 3.2) wire
(3.4) aber falsch!

3.7. Parametrische Verfahren der Statistik setzen voraus, dafl die mogli-
che Verteilung einer Zufallsvariablen einer Klasse (P, :y e I'} von Vertei-

lungen angehort, sodaB nur der Parameter y unbekannt bleibt. Das Schétz-
problem besteht nun in der (anndhernden) Bestimmung des Parameters y
aufgrund von beobachteten Werten x,,...,x, . Bei vielen géngigen parametri-

sierten Verteilungsfamilien besitzen die Parameter meist eine leicht erfal3-
bare Bedeutung, im allgemeinen muB dies aber durchaus nicht der Fall
sein. Ungeklart bleibt jedenfalls, in welchem Sinne die unbekannte Vertei-
lung selbst angenahert wird, wenn die Parameter gut geschétzt werden.
(3.4) hingegen macht von keiner Parametrisierung Gebrauch, sondern klért
das Problem ohne Umwege. Das Schitzen der Verteilungsfunktion mittels
der empirischen Verteilungsfunktion ist also ein nichtparametrisches Ver-
fahren. Die Bereiche parametrisch / nichtparametrisch lassen sich aber
nicht scharf gegeneinander abgrenzen.

3.8. Die Aussagen (3.3) und (3.4) kénnen durch Simulationsaufgaben im
Informatikunterricht gut illustriert werden. Dabei lernen die Schiiler
a. Simulation von Zufallszahlen nach vorgegebenen Verteilungen;
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b. den Umgang mit relativ groBen Datensitzen; realistische Aufga-
ben erfordemn grofe Stichprobenumfinge », die graphische Darstel-
lung zahlreiche Stiitzpunkte x;

¢. Fragestellungen, die die Konvergenzgeschwindigkeit betreffen,
z.B. : Was ist die GréBenordnung von

D,:= sup ,ﬁ‘,,(x;X,,...,X,,)mF(x)[ ? .(3.5)

-1 £4-.]

(Im Eindimensionalen ist die Verteilung der Zufallsvariablen D, iib-

rigens von F unabhingig, sofern £ nur als stetig vorausgesetzt wird.)
Im ibrigen konnen die intuitiv einfachen Ein- und Zweistichprobentests
von Kolmogorow und Smirnow (siehe z.B. Bining, Trenkler (1994)) einen
guten Einstieg in die Testtheorie geben.

3.9. F.(x,..x,) enthilt genau die gleiche Information iiber die unbe-
kannte Verteilung wie die Stichprobe (x,,...x,) selbst, da diese aus F, re-
konstruierbar ist.

3.10. Fir Modelle, in denen F als stetig vorausgesetzt wird, hat die empiri-
sche Verteilungsfunktion £, den Nachteil, daB sie immer Unstetigkeits-
stellen aufweist. Es liegt daher nahe, F, zu glitten. Am einfachsten ist der
Fall einer linearen Glittung (Abb. 2): Es seien alle x; verschieden und
d; = min(xg, = X0y, Xy = Xq-py) fir i=1,...n, wobei X(0) = =0, X(yyp) = +00
gesetzt wird, ae(0,/;) eine beliebig gewahlte Zahl und & =Xy ~ad; und
M =Xy +ad;.

6.0 = { (nad;)™ (x~xy) +(2i=D)(2n)  fallsxe&,m]  (i=1,..n)

F.(x) sonst

Offensichtlich ist a ein Glattungsparameter: ein groBes a bedeutet stdrkere,
ein kleines a geringere Glattung. Die Wahl von a ist aber willkiirlich.

A
: /

Abb. 2

X X & X Xiry
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3.11. Die Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen ist moglich, Ver-
teilungsfunktionen erweisen sich in diesem Rahmen aber als sehr umstand-
lich. Uberdies gelten manche Aussagen iiber Verteilungsfreiheit (vgl. 3.8.)
dann nicht mehr so wie im eindimensionalen Fall.

4. Dichteschiitzung

4.1. Das Problem der Dichteschitzung wurde erst in den Funfzigerjahren
untersucht, zunichst Histogramme und Néchste-Nachbar-Schatzer. Die hier
dargestellten Kernschtzer werden meist nach Rosenblatt (1956) und Par-
zen (1962) benannt, tatsichlich hat sie jedoch bereits Akaike (1954) defi-
niert. Eine Einfithrung in das Gebiet bietet Wertz (1978), einen ausfihrli-
chen Uberblick Prakasa Rao (1983). Devroye, Gyorfi (1985) stellen (ma-
thematisch anspruchsvoll) sehr grundlegende Ergebnisse dar. Die Literatur
iiber dieses Thema ist sehr umfangreich geworden, und Dichteschitzungen
spielen fiir die meisten Anwendungsgebiete der Statistik eine wichtige
Rolle. In der Folge wird der Einfachheit halber nur der eindimensionale
Fall behandelt.

4.2. Eine (eindimensionale) Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit Vertei-
lungsfunktion F besitzt eine Dichte f, wenn gilt

F(x)= Jff(t)dt VxeR

mit einer nichtnegativen, integrierbaren Funktion /. An Stetigkeitspunkten x
von f gilt:

f(x)=F'(x) (4.1
Es gilt auBerdem fiir jedes Ereignis 4% (siehe 3.2):
P(A)=[ f(x)ax (4.2)
A

4.3. Wenn vorausgesetzt wird, daB F eine Dichte besitzt, liegt es nahe,
diese direkt zu schitzen. Jede (meBbare) Funktion f,:R™ —R heift
Dichteschdtzer. Wenn (x,,...x,) eine Stichprobe ist (3.5), so dient
f. (e x;,x,) als Schatzwert fir f(x).

Unter der Annahme, daB x+> £, (x:x;,...,x,) selbst eine Dichte ist, laBt sich
P(A4) durch
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P(A) =B, (4x),..,%,) = jf"n(x-,x,,...,x,,)ctr (Ae®)
A
schitzen.

4.4. Es seien fund g Wahrscheinlichkeitsdichten und P, O die zugehén-
gen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, also es gilt (4.2) und

O(4) = [glx)adx  VAe®B.
A

Dann stellt d(f,g)= [ |f(x)-g(x)|dx die Fliche zwischen den beiden

Dichten dar. (Abb. 3)
Es gilt:
sup | P(A)-0(A) |=4- [ £ (x) - g = §-d(f,8) . (43

Daher stellt d(f,g) ein AbstandsmaB zwischen f und g dar, das eine un-
mittelbare stochastische Bedeutung besitzt und ibrigens gegeniiber streng
monotone MaBstabtransformationen invariant ist (siehe Devroye (1979)

und vgl. Wertz (1992)).
Daneben ist auch eine Reihe anderer AbstandsmaBe zwischen Dichten ge-

brauchlich; besonders bequem und héufig verwendet, aber schlecht inter-

pretierbar ist T[ F(x)- g0 dx.

Abb. 3

4.5. Wendet man 4.4 mit g=/,(;x;,..x,) an, so wird 0=F, und (4.3)
ergibt:

B(A)-P(4)|=4-d(fu, ) (4.4)

sup
AeB

Um die Verteilung P gut schatzen zu kénnen, muBl man also d( 7., /) klein
machen.
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4.6. Zur Konstruktion von Schitzern /. geht man etwa von (4.1) aus. £,

schétzt die Verteilungsfunktion F; da aber F, nicht differenzierbar ist, ap-

proximiert man f(x)=F'(x) durch einen Differenzenquotienten

F(x +b)— F(x-b)
2b

und schétzt in diesem F durch 7, . Es gilt also:

(mit 5> 0; je kleiner b, desto besser die Approximation)

F(x+b)~F(x-b) F,(x+b)-F,(x-b)

f(x)=
2b 2b
Der Ausdruck rechts 148t sich in der Gestalt
p I &, x—x;
Sa(xxp,, xn)3=E§K( 5 ) ..(4.5)

mit K(y)=4 fir -7<y<7 und =0 sonst schreiben.

4.7. Ein Schitzer der Gestalt (4.5), wo K eine Wahrscheinlichkeitsdichte
(meist mit X()=K(-f)) und »>0 ist, heiBt Kernschdtzer (Akaike-

Rosenblatt-Parzen-Schditzer).
K heiBit dabei Kern und b Bandbreite von f,. Da b in Abhéngigkeit von n

gewihlt wird, nimmt der Schitzer diese Gestalt an:

Ju(xx),0%,) = n; ZK(x;xi) ..(4.6)

n j=|}

4.8. Devroye, Gyorfi (1985) haben die Aquivalenz folgender Bedingun-
gen gezeigt:

lim b, =0, lim nb, = ..(4.7)
n—»o n—o

und _
lim d(f,,f)=0 fir jede Wahrscheinlichkeitsdichte f ...(4.8)
n—w .

Damit erhilt man mit Hilfe von (4.4) die gleichméaBige Konvergenz von 2,

gegen die unbekannte Verteilung P mit Dichte f. (Also wird in dieser Si-
tuation 3.6 wesentlich verschirft. )

4.9. Die Wahl der Bandbreiten 5, hat wesentlichen EinfluB auf die Qua-
litit von £,: Zu groB gewihltes b, fiihrt zu iibermaBiger Glattung (Abb. 4c)
und zu kleines b, zu starken Fluktuationen (Abb. 4a).Bei Abb. 4b ist 4, op-

timal gewahlt. Unter zusitzlichen Voraussetzungen iber die Dichte f (Dif-
ferenzierbarkeit und Streuungsverhalten) lassen sich (asymptotisch) opti-
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male Werte fiir 5, bestimmen. Die Wahl des Kernes beeinfluBt die Qualitat
der Schatzer viel weniger. Die (asymptotisch) optimale Wahl stellt den

Kemn

Goa-y*y  furly|si
K =
o) {0 ﬁirly]>1

dar (Epanechnikow (1969)).

L4Bt man zu, daB die Bandbreite b, auch von den Beobachtungen x;,..., X,
abhdngen kann, so kann man erreichen, daB diese Dichteschitzer (automa-
tische Kernschdtzer) invariant gegeniiber MaBstabtransformationen der
Daten werden. Fir die Schitzer (4. 6) gilt nur Translationsinvarianz. Fiir
diesen Problemkreis vgl. Wertz (I 992) und die dort angefiihrte Literatur.

[

Abb da

Abb. 4¢

4.10. Die Schitzung von Dichten hat gegeniiber der Schitzung der Ver-
teilungsfunktion eine Reihe von Vorteilen, von denen hier einige angefiihrt
werden.
a. Verteilungsfunktionen sind in hoheren Dimensionen sehr um-
standlich, und es gehen wichtige Eigenschaften der empirischen
Verteilungsfunktion verloren (vgl. auch die Bemerkung in 3.8).
b. Dichten kénnen fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf sehr all-
gemeinen Strukturen (z.B. Kugeloberfliche) definiert werden, wo
kein Gegenstiick zu Verteilungsfunktionen existiert.
¢. Wenn eine Dichte existiert, ist es wiinschenswert, als Schitzer eine
Verteilung mit Dichte zu erhalten. Glattungen der empirischen Ver-
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teilungsfunktion, sodaB diese differenzierbar wird, erfordern auch die
Wabhl eines geeigneten Glattungsparameters (vgl.3.10).

d. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist anschaulicher als die Vertei-
lungsfunktion; Lage der Verteilung, lokale Maxima und dgl. sind
leicht erkennbar.

e. Die Optimierung vieler statistischer Verfahren héngt unmittelbar
von der zugrundeliegenden Dichte ab. Ist diese unbekannt, so muf
sie geschitzt werden. |

f. Die Verwerfungsmethode zur Erzeugung von Zufallszahlen (vgl.
Devroye, Gyorfi (1989), Kap. 8) beniitzt die Dichte der vorgegebe-
nen Verteilung. Firr manche Simulationsstudien ist diese zundchst
aus Daten zu schétzen.

4.11. Fiir Dichteschatzer gilt das in 3.8 Gesagte in noch hoherem AusmaB.
Das Studium der Qualitit der Dichteschitzer in Abhéangigkeit von der
Bandbreite 5, bietet interessante Moglichkeiten, erfordert aber ldngere Re-

chenzeiten und Geschick im rationellen Umgang mit den vorhandenen
EDV-Gegebenheiten. Natiirlich ist auch ein genaueres Studium der theore-
tischen Grundlagen Voraussetzung fiir eine sinnvolle Arbeit im (speziali-
sierten) Unterricht. Da die einschldgige Fachliteratur groftenteils in engli-
scher Sprache verfaBt ist, ergibt sich die Notwendigkeit des Einarbeitens in
diese Fachterminologie.
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